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Résumé.Soit p un nombre premier impair, soitq = pm, où m est un entier

positif ; notonsζq une racine primitiveq-ième de l’unité etOq l’anneau des entiers

deQ(ζq). Dans [3] I. Gaal et L. Robertson montrent que si(h+
q , p(p − 1)/2) = 1,

oùh+
q est l’ordre du groupe des classes deQ(ζq +ζq), alors siα ∈ Oq engendreOq

(autrement ditZ[α] = Oq) soitα est un conjugué d’un translaté par un entier deζq

soitα+α est un entier impair. Dans notre travail nous montrons que nous pouvons

éliminer l’hypothèse surh+
q . Autrement dit nous prouvons que siα engendreOq,

alors soitα est un conjugué d’un translaté par un entier deζq soit α + α est un

entier impair.

Abstract. Let p be an odd prime andq = pm, wherem is a positive integer.

Let ζq be aqth primitive root of1 andOq be the ring of integers inQ(ζq). In [3]

I. Gaal and L. Robertson show that if(h+
q , p(p − 1)/2) = 1, whereh+

q is the

class number ofQ(ζq + ζq), then if α ∈ Oq is a generator ofOq (in other words

Z[α] = Oq) eitherα is equals to a conjugate of an integer translate ofζq or α+α is

an odd integer. In this paper we show that we can remove the hypothesis overh+
q .

In other words we show that ifα is a generator ofOq then eitherα is a conjugate

of an integer translate ofζq or α + α is an odd integer.

Keywords. Cyclotomic, power bases, Bremner’s conjecture.
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1 Introduction.

SoitK un corps de nombres et soitOK son anneau des entiers. On dit queOK

admet une base de puissances s’il existeα ∈ OK tel queOK = Z[α].

Il est rare (voir [6]) qu’un corps de nombres admette une basede puissances.

Par exemple Gras [4] montre que sid est un entier positif tel que(d, 6) = 1, alors

il existe seulement un nombre fini d’extensions abéliennesK/Q de degréd telles

queOK admette une base de puissances.

Quand l’anneau des entiersOK admet une base de puissances le problème de

déterminer tous les générateurs deOK (autrement dit tous les élémentsα ∈ OK

tels queOK = Z[α]) se pose. Plus précisément, puisqueZ[α] = Z[α+k] pour tout

entierk, il est intéressant de déterminer tous les générateursα deOK à translation

par entiers près. Dans [5] Györy obtient un important résultat : il montre que,

à translation par entiers près, il existe seulement un nombre fini d’éléments qui

engendrent l’anneau des entiers de n’importe quel corps de nombres. En outre il

y a beaucoup de résultats sur la détermination de bases de puissances de l’anneau

des entiers de corps de nombres de petit degré (pour un résumévoir [2]). De

toute façon siK est un corps de nombres dont l’anneau des entiersOK admet une

base de puissances, le problème de déterminer tous les générateurs deOK est très

difficile.
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Les corps cyclotomiques sont une intéressante famille de corps pour notre pro-

blème parce que l’anneau des entiers d’un tel corps admet unebase de puissances

et il y a quelques exemples où nous pouvons trouver tous les générateurs.

Soitn un entier positif et soitζn une racine primitiven-ième de l’unité dansC.

Alors il est bien connu queζn engendre l’anneau des entiers deQ[ζn]. Considérons

la relation suivante : soitα ∈ Z[ζn], nous disons queβ ∈ Z[ζn] est équivalent àα

(notéα ∼ β) s’il existeσ ∈ Gal(Q(ζn)/Q) et un entierl tel queβ = ±σ(α) + l.

Remarquons que siβ ∼ α etα est un générateur deZ[ζn], alorsβ engendreZ[ζn].

De plus la relation∼ que nous venons de définir sur les générateurs deZ[ζn] est

une relation d’équivalence.

Soit maintenantp un nombre premier et considérons l’anneauZ[ζp]. Dans ce

cas nous connaissons deux classes de générateurs deZ[ζp] : la classe deζp et la

classe deω := 1/(ζp + 1).

Le nombreω engendreZ[ζp] carω est une unité de norme1, et par conséquent

il existea1, a2, . . . , ap−1 ∈ Z tels que :

−(a1 + a2ω + · · · + ap−1ω
p−2) = 1 + ζp.

De plus on remarque queζp n’est pas équivalent àω si p > 3 etω + ω = 1.

Bremner [1] conjecture qu’il n’existe pas d’autres classes de générateurs de

Z[ζp], plus précisément :
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Conjecture 1. Soitp un nombre premier, soitζp une racinep-ième primitive de

l’unité et soitα ∈ Z[ζp] tel queZ[α] = Z[ζp]. Alors soitα est équivalent àζp, soit

α est équivalent à1/(ζp + 1).

Robertson [7] donne une réponse partielle à la conjecture de Bremner :

Théorème 1.Soitα ∈ Z[ζp] tel queZ[α] = Z[ζp]. Alors soitα est équivalent àζp

soitα + α est un entier impair.

La conjecture 1 se généralise aux corps cyclotomiques engendrés par une ra-

cine q-ième de l’unité, oùq est la puissance d’un nombre premier, de la façon

suivante : soitα ∈ Z[ζq] tel queZ[α] = Z[ζq]. Alors soitα est équivalent àζq,

soitα est équivalent à1/(ζq +1). Robertson [8] démontre le théorème suivant qui

établit une telle conjecture dans le cas oùq est une puissance de2 :

Théorème 2. Soit m un entier positif et soitα un générateur deZ[ζ2m ]. Alors

α ∼ ζ2m .

Ensuite, Robertson et Gaál [3] obtiennent un résultat similaire au théorème 1

pour les classes des générateurs deZ[ζq], où q est la puissance d’un nombre pre-

mierp, plus précisément :
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Théorème 3.Soitα ∈ Z[ζq] tel queZ[α] = Z[ζq]. Alors si(h+
q , p(p − 1)/2) = 1,

où h+
q est l’ordre du groupe des classes deQ(ζq + ζq), soitα est équivalent àζq

soitα + α est un entier impair.

Dans notre travail nous montrons que l’hypothèse surh+
q dans le théorème 3

n’est pas nécessaire, plus précisément nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 4.Soitα ∈ Z[ζq] tel queZ[α] = Z[ζq]. Alors soitα est équivalent àζq

soitα + α est un entier impair.

Le point de départ de notre démonstration est le lemme 1 où nous montrons

une relation assez restrictive (voir (1)) qui lie un générateurα deZ[ζq] à des élé-

ments de(Z/qZ)∗ notésb(j, α) (ici j est un entier tel quep ne divise pasj et

2 ≤ j ≤ q − 1). De la relation (1) on déduit la relation (4) sur laquelle laconju-

gaison complexe agit. Ensuite (lemme 2) nous remarquons quesi α + α n’est pas

un entier alors une telle action n’est pas triviale. Ce fait nous permet d’obtenir une

nouvelle relation encore plus restrictive que (1) (voir (5)). D’une telle relation il

suit que sii est une racine primitive moduloq, alors la classe deα (dans∼) est

bien déterminée par les élémentsb(i, α) etb(i2, α) (proposition 1). Enfin nous ter-

minons la preuve du théorème 4 en montrant que pour tout générateurα deZ[ζq]

tel queα + α n’est pas un entier il existe un entiern qui n’est pas divisible par
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p tel queb(i, α) = b(i, ζn
q ) et b(i2, α) = b(i, ζn

q ), et donc par la proposition 1,

α ∼ ζn
q ∼ ζq.

Remerciements.Je tiens à remercier F. Amoroso et R. Dvornicich pour leur

aide lors de la réalisation de cet article. Je tiens également à remercier B. Anglès

et G. Rhin qui ont relu une version préliminaire de ce travail.

2 Résultats préliminaires.

Soit p un nombre premier, soitm un entier positif et posonsq := pm. De

plus soitζq une racine primitiveq-ième de l’unité, notonsG := Gal(Q(ζq)/Q) '

(Z/qZ)∗. Dans ce paragraphe nous déterminons quelques relations satisfaites par

les générateurs deZ[ζq], relations que nous utiliserons dans la preuve du théo-

rème 4.

Lemme 1. Soit α ∈ Z[ζq] tel queZ[α] = Z[ζq]. De plus soitσj ∈ G tel que

σj(ζq) = ζj
q , où j ∈ (Z/qZ)∗ et j 6≡ 1 mod (q). Alors il existe un entierb(j, α)

tel que :

α − σj(α)

α − σj(α)
= −ζb(j,α)

q , (1)
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Preuve.Soitα ∈ Z[ζq] tel queZ[α] = Z[ζq] et soitσj ∈ G tel queσj(ζq) = ζj
q ,

où j ∈ (Z/qZ)∗ et j 6≡ 1 mod (q). PuisqueZ[α] = Z[ζq], on a :

δZ(Z[α]) = δZ(Z[ζq]),

oùδZ est le discriminant surZ (voir [3, Lemme 3.1]). Donc pour toutj ∈ (Z/qZ)∗

on a queα satisfait la relation suivante :

σj(α) − α = (ζj
q − ζq)β(j, α), (2)

où β(j, α) est une unité. De plus, voir [9, Corollaire 4.13], il existe unentier

c(j, α) et il existe une unité réelleµ(j, α) ∈ Q(ζq + ζq) tels que :

β(j, α) = ζc(j,α)
q µ(j, α),

et donc on obtient la relation :

σj(α) − α = (ζj
q − ζq)ζ

c(j,α)
q µ(j, α). (3)

Par ailleurs on a :

ζj
q − ζq

ζj
q − ζq

= −ζj+1
q .

De cette relation et de (3) nous déduisons que :

α − σj(α)

α − σj(α)
=

(ζj
q − ζq)ζ

c(j,α)
q µ(j, α)

(ζj
q − ζq)ζq

c(j,α)
µ(j, α)

= −ζj+2c(j,α)+1
q .
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En posantb(j, α) = j + 2c(j, α) + 1 on obtient :

α − σj(α)

α − σj(α)
= −ζb(j,α)

q .

¤

Tout d’abord on remarque que la relation (1) est équivalenteà la relation :

α + ζb(j,α)
q α = σj(α) + ζb(j,α)

q σj(α), (4)

qui sera utilisée plusieurs fois dans la suite.

On remarque aussi que siα ∈ Z[ζq], alorsα + α ∈ Z si et seulement si pour

toutσj ∈ G, on a :

α + α = σj(α) + σj(α).

Donc le théorème 3 nous dit que siα est un générateur deZ[ζq] qui n’est pas

équivalent àζq et si (h+
q , p(p − 1)/2) = 1, alors b(j, α) ≡ 0 mod (q) pour

tout σj ∈ G. Dans la preuve du théorème 4 on montrera queb(j, α) peut être

non nul moduloq seulement siα appartient à la classe deζq, en obtenant une

généralisation du théorème 3 et du lemme 1.

La remarque élémentaire suivante sera plusieurs fois utilisée dans la preuve du

théorème 4.
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Remarque 1. Nous remarquons que sia, b sont entiers tels quea ≥ b ≥ 1, si

p ≥ 3 est un premier et siφ est l’homomorphisme

φ : Z/paZ → Z/pbZ

qui envoie la classe dej mod (pa) dans la classe dej mod (pb), alors si la

classe dei engendre(Z/paZ)∗ on a :

φ(i) 6≡ 1 mod (pb).

De plus sip ≥ 5 on a :

φ(i) 6≡ ±1 mod (pb).

Fixons maintenanti une racine primitive moduloq (i.e. un entier tel que sa

classe mod (q) engendre(Z/qZ)∗. Doncσi est un générateur deG). Le lemme

suivant nous donne une relation entreb(i, α), b(i2, α) etµ(i, α) dans le casb(i, α) 6≡

0 mod (q).

Lemme 2.SupposonsZ[α] = Z[ζq] et posons (en utilisant les notations du lemme 1)

b(i) := b(i, α), b(i2) := b(i2, α) et µ(i) := µ(i, α). Alors, sip ≥ 3 et sib(i) 6≡ 0

mod (q), on a :

σi(µ(i))

µ(i)
= ζ ib(i)−b(i2)−ic(i)+c(i)

q

(ζ i
q − ζq)

(ζ i2
q − ζ i

q)

(ζ
b(i2)−b(i)
q − 1)

(ζ
ib(i)−b(i2)
q − 1)

, (5)

où c(i) := c(i, α) et2c(i) ≡ b(i) − i − 1 mod (q).
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Preuve.Par la relation (4) on a les égalités suivantes :

α + ζb(i)
q α = σi(α) + ζb(i)

q σi(α), (6)

α + ζb(i2)
q α = σi2(α) + ζb(i2)

q σi2(α). (7)

En appliquantσi aux deux membres de (6) on obtient :

σi(α) + ζ ib(i)
q σi(α) = σi2(α) + ζ ib(i)

q σi2(α).

En soustrayant cette relation à (7) on a :

α − σi(α) + ζb(i2)
q α − ζ ib(i)

q σi(α) = ζb(i2)
q σi2(α) − ζ ib(i)

q σi2(α). (8)

En additionnant et en soustrayantζ
ib(i)
q α au premier membre de (8) on obtient :

α − σi(α) + (ζb(i2)
q − ζ ib(i)

q )α + ζ ib(i)
q (α − σi(α)) = (ζb(i2)

q − ζ ib(i)
q )σi2(α).

En rappelant que, par la relation (1),

(α − σi(α))ζb(i)
q = σi(α) − α

et

(α − σi2(α))ζb(i2)
q = σi2(α) − α
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nous déduisons que

0 = α − σi(α) + ζ ib(i)
q (α − σi(α)) + (ζb(i2)

q − ζ ib(i)
q )(α − σi2(α))

= α − σi(α) + ζ ib(i)−b(i)
q (σi(α) − α) + (ζb(i2)

q − ζ ib(i)
q )ζ−b(i2)

q (σi2(α) − α)

= (α − σi(α))(1 − ζ ib(i)−b(i)
q ) + (σi2(α) − α)(1 − ζ ib(i)−b(i2)

q ),

c’est à dire :

(σi(α) − α)(1 − ζ ib(i)−b(i)
q ) = (σi2(α) − α)(1 − ζ ib(i)−b(i2)

q ).

Puisquei est une racine primitive moduloq et p ≥ 3 par la remarque 1 nous

avonsi 6≡ 1 mod (p). Doncσi 6= Id. Alors, σi(α) 6= α, carα 6∈ Z. De plus

ib(i)−b(i) 6≡ 0 mod (q) cari 6≡ 1 mod (p) etb(i) 6≡ 0 mod (q) par hypothèse.

Donc on obtient queib(i) − b(i2) 6≡ 0 mod (q) et on a :

σi2(α) − α

σi(α) − α
=

ζ
ib(i)−b(i)
q − 1

ζ
ib(i)−b(i2)
q − 1

,

d’où :

σi2(α) − σi(α)

σi(α) − α
=

σi2(α) − α

σi(α) − α
− 1 = ζ ib(i)−b(i2)

q

ζ
b(i2)−b(i)
q − 1

ζ
ib(i)−b(i2)
q − 1

. (9)

Par ailleurs par la relation (3) on a :

σi(α) − α = (ζ i
q − ζq)ζ

c(i)
q µ(i).
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Donc de cette relation et de (9) il suit que :

(ζ i2

q − ζ i
q)ζ

ic(i)
q σi(µ(i))

(ζ i
q − ζq)ζ

c(i)
q µ(i)

= ζ ib(i)−b(i2)
q

ζ
b(i2)−b(i)
q − 1

ζ
ib(i)−b(i2)
q − 1

,

d’où l’assertion. ¤

Le lemme précédent nous donne une relation entreµ(i, α), b(i, α) et b(i2, α).

Dans la proposition suivante on verra comment cette relation entraîne que la classe

deα est bien déterminée parb(i, α) et b(i2, α). Cette proposition est le point-clé

de la démonstration.

Proposition 1. Soiti une racine primitive moduloq et soientα1, α2 deux généra-

teurs deZ[ζq]. Supposons queb(i, α1) 6≡ 0 mod (q) et que :

b(i, α1) ≡ b(i, α2) mod (q)

b(i2, α1) ≡ b(i2, α2) mod (q);

alorsα1 ∼ α2.

Preuve.Par le lemme 2,

σi(µ(i, α1))

µ(i, α1)
=

σi(µ(i, α2))

µ(i, α2)
.

Puisqueσi engendreG, il existe un entierh tel queµ(i, α2) = hµ(i, α1).
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De plus,h = ±1 carµ(i, α1), µ(i, α2) sont deux unités. Choisissons un entier

c tel que2c ≡ b(i, α1) − i − 1 mod (q). Par la relation (3) on a :

σi(α1) − α1 = (ζ i
q − ζq)ζ

c
qµ(i, α1)

= ±(ζ i
q − ζq)ζ

c
qµ(i, α2)

= ±(σi(α2) − α2);

d’où σi(α1 ± α2) = α1 ± α2 etα1 ± α2 = k ∈ Z (carσi est un générateur deG).

Par conséquentα1 ∼ α2. ¤

Dans le paragraphe suivant nous allons montrer que siα est un générateur de

Z[ζq] tel queα + α n’est pas un entier alors, si nous connaissonsb(i, α), b(i2, α)

est aussi bien déterminé. Donc, par la proposition 1, on remarquera queα est

seulement déterminé parb(i, α) et il sera facile terminer la démonstration du théo-

rème 4.

3 Preuve du théorème 3.

Robertson [8] montre que la conjecture de Bremner est vraie pour tout corps

cyclotomique engendré par une racine de l’unité d’ordre égal à une puissance de

2. De plus, voir [9, Théorème 4.14, Corollaire 10.5, Théorème 11.1], on a que3

ne divise pash+
3a pour tout entiera ≥ 1. Donc par le théorème 3 nous pouvons
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supposer quep soit ≥ 5. De plus par le théorème 1 on peut supposer queq soit

égal àpm, oùm est un entier≥ 2 et doncp2 diviseq.

Soitα un générateur deZ[ζq] tel quer := α + α soit un entier. Sir est pair on

a que2 diviseα − α, car

α − α = α + α − 2α.

Par ailleurs par la relation (3) on a que l’idéal(α − α) est engendré parζq − ζq.

Alors, puisque on peut supposer quep ≥ 5, on a que(2) est premier avecζq − ζq.

Donc2 ne peut pas diviserr et r est un nombre impair.

Soit maintenantα un générateur deZ[ζq] tel queα + α ne soit pas un entier.

Pour prouver le théorème nous montrerons que les hypothèsesde la proposition 1

sont satisfaites avecα1 = α et α2 = ζn
q , pour un certain entiern qui n’est pas

divisible parp. Donc on auraα ∼ ζn
q ∼ ζq.

Posons, en utilisant les notations du lemme 1,c(j) := c(j, α), b(j) := b(j, α)

et µ(j) := µ(j, α) pour toutj ∈ (Z/qZ)∗ (on rappelle que2c(j) ≡ b(j) − j − 1

mod (q)) et soiti une racine primitive moduloq.

On remarque queb(i) 6≡ 0 mod (q). En effet sib(i) ≡ 0 mod (q) alors, par

la relation (4), on aurait :

α + α = σi(α) + σi(α)
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et, puisqueσi engendreG, on obtiendrait :

α + α = σj(α) + σj(α) = σj(α + α)

pour toutj ∈ (Z/qZ)∗. Doncα + α serait un entier car il serait fixé par le groupe

G.

Par conséquent on peut appliquer le lemme 2 en obtenant la relation :

σi(µ(i))

µ(i)
= ζ ib(i)−b(i2)−ic(i)+c(i)

q

(ζ i
q − ζq)

(ζ i2
q − ζ i

q)

(ζ
b(i2)−b(i)
q − 1)

(ζ
ib(i)−b(i2)
q − 1)

.

Par ailleurs puisque

ζ i
q − ζq

ζ i2
q − ζ i

q

=
ζ i
q − ζq

σi(ζ i
q − ζq)

,

on obtient :

σi(µ(i)(ζ i
q − ζq))

µ(i)(ζ i
q − ζq)

= ζ ib(i)−b(i2)−ic(i)+c(i)
q

ζ
b(i2)−b(i)
q − 1

ζ
ib(i)−b(i2)
q − 1

.

Nous disons qu’il existe un entierk tel que :

ζk
q

σi(ζk
q )

= ζ ib(i)−b(i2)−ic(i)+c(i)
q . (10)

Cette relation est équivalente à :

k(1 − i) ≡ ib(i) − b(i2) − ic(i) + c(i) mod (q).

Puisquep ≥ 5 on a quei 6≡ 1 mod (p) par la remarque 1 et donc(i − 1, q) = 1.

Donc(i − 1) est inversible mod (q) et il existek qui satisfait (10).
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Par conséquent on a la relation :

σi(ζ
k
q µ(i)(ζ i

q − ζq))

ζk
q µ(i)(ζ i

q − ζq)
=

ζ
b(i2)−b(i)
q − 1

ζ
ib(i)−b(i2)
q − 1

. (11)

Par ailleurs :

vp(b(i
2) − b(i)) = vp(ib(i) − b(i2)),

où vp est la valuationp-adique. En effet par la remarque 1 on sait quei − 1 est

inversible mod (q) et donc :

σi(ζ
k
q µ(i)(ζ i

q − ζq))

ζk
q µ(i)(ζ i

q − ζq)
∈ Z[ζq]

∗.

Par conséquent

ζ
b(i2)−b(i)
q − 1

ζ
ib(i)−b(i2)
q − 1

∈ Z[ζq]
∗

et cette relation est vérifiée si et seulement sivp(b(i
2) − b(i)) = vp(ib(i) − b(i2)).

Maintenant nous voulons déterminer un élémentβ ∈ Z[ζq] tel que :

σi(β)

β
=

ζ
b(i2)−b(i)
q − 1

ζ
ib(i)−b(i2)
q − 1

. (12)

Pour cela, on reprend la preuve du théorème 90 de Hilbert. Soit d l’inverse dei

mod (q) et posons

βc :=
c∏

l=1

(ζ(b(i2)−b(i))dl

q − 1),

où c est un entier et1 ≤ c ≤ φ(q). Alors on a :

σi(βc)

βc

=
ζ

b(i2)−b(i)
q − 1

ζ
(b(i2)−b(i))dc

q − 1
.
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Soit maintenantν ≥ 0 la valuationp-adique deb(i2)−b(i) et ib(i)−b(i2). Notons

pν = q/pe ; l’entier i est une racine primitive modulope et donc il existe un entier

c′ tel que1 ≤ c′ ≤ φ(pe) ≤ φ(q) et :

(b(i2) − b(i))dc′ ≡ ib(i) − b(i2) mod (q). (13)

Doncβc′ satisfait la relation :

σi(βc′)

βc′
=

ζ
b(i2)−b(i)
q − 1

ζ
ib(i)−b(i2)
q − 1

.

Puisqueσi engendre le groupeG il existe un nombre rationelh 6= 0 tel que :

ζk
q µ(i)(ζ i

q − ζq) = hβc′ .

Soit maintenantv(ζq−1) la valuation(ζq − 1)-adique. Puisqueζk
q et µ(i) sont

des unités leur valuation(ζq−1)-adique est égal à0, alors quev(ζq−1)(ζ
i
q−ζq) = 1

car, comme on l’a plusieurs fois remarqué,p ne divise pasi − 1. Par ailleurs par

construction on a :

v(ζq−1)(hβc′) = φ(q)vp(h) + c′pvp(b(i2)−b(i))

et donc :

1 = φ(q)vp(h) + c′pvp(b(i2)−b(i)).

Supposons par l’absurdevp(b(i
2) − b(i)) ≥ 1 ; puisquep2 diviseq, on obtient la

contradiction1 ≡ 0 mod (p). Doncvp(b(i
2)− b(i)) = 0 et la relation précédente
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devient :

1 = φ(q)vp(h) + c′.

Si vp(h) 6= 0, on a|φ(q)vp(h)| ≥ φ(q) alors que1 ≤ c′ ≤ φ(q) ; donc on obtient

la contradictionφ(q)vp(h)+ c′ 6= 1. On a doncvp(h) = 0 etc′ = 1. Par la relation

(13) on a alors :

(b(i2) − b(i))d ≡ ib(i) − b(i2) mod (q) (14)

et, en multipliant pari,

(i + 1)b(i2) ≡ (i2 + 1)b(i) mod (q). (15)

Cette dernière relation montre queb(i2) est déterminé moduloq en fonction de

b(i) (puisquei 6≡ −1 mod (p), voir la remarque 1) et queb(i) 6≡ 0 mod (p)

(car sinonb(i2) ≡ 0 mod (p) et doncvp(b(i
2) − b(i)) ≥ 1).

Soit maintenantn ∈ Z tel que(i+1)n ≡ b(i) mod (q). Alorsp ne divise pas

n, doncζn
q est un générateur deZ[ζq] et ζn

q ∼ ζq. De plus :

ζ in
q − ζn

q

ζ in
q − ζn

q

= −ζn(i+1)
q = −ζb(i)

q

et donc :

b(i, ζn
q ) ≡ b(i) mod (q). (16)
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Puisque, comme nous venons de le remarquer,ζn
q est un générateur deZ[ζq]

et queζn
q + ζn

q n’est évidemment pas un entier,b(i, ζn
q ) et b(i2, ζn

q ) satisfont la

relation (15). Par conséquent nous obtenons :

(i + 1)b(i2, ζn
q ) ≡ (i2 + 1)b(i, ζn

q ) mod (q) par (15)

≡ (i2 + 1)b(i, α) mod (q) par (16)

≡ (i + 1)b(i2, ζn
q ) mod (q) par (15).

Donc :

b(i2, ζn
q ) ≡ b(i2) mod (q). (17)

Mais alors, puisqueb(i, α) 6≡ 0 mod (q) et par les relations (16) et (17), nous

pouvons appliquer la proposition 1 et nous obtenons

α ∼ ζn
q ∼ ζq.

¤
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