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Résumeé.Soit p un nombre premier impair, saojt = p™, oum est un entier
positif ; notons(, une racine primitive;-ieme de I'unité et), 'anneau des entiers
deQ(¢,). Dans [3] I. Gaal et L. Robertson montrent qué/sf, p(p — 1)/2) = 1,
ouh, estl'ordre du groupe des classes@lg, +¢,), alors sic € O, engendrd),
(autrement difZ|a] = O,) soita est un conjugué d’un translaté par un entie¢de
soita+a est un entier impair. Dans notre travail nous montrons que pouvons
éliminer I'nypothése suk;". Autrement dit nous prouvons quecsiengendred,,
alors soita est un conjugué d'un translaté par un entierigdeoit o + @ est un

entier impair.

Abstract. Let p be an odd prime ang = p™, wherem is a positive integer.
Let ¢, be aqth primitive root of1 andO, be the ring of integers i@(¢,). In [3]
|. Gaal and L. Robertson show that(if;", p(p — 1)/2) = 1, whereh; is the
class number o®(¢, + ¢,), then ifa € O, is a generator o), (in other words
Z[a] = 0,) eithera is equals to a conjugate of an integer translatg of o+« is
an odd integer. In this paper we show that we can remove thethggis over.
In other words we show that if is a generator of, then eitherx is a conjugate

of an integer translate @, or o + @ is an odd integer.

Keywords. Cyclotomic, power bases, Bremner’s conjecture.



1 Introduction.

Soit K un corps de nombres et s@if; son anneau des entiers. On dit qug
admet une base de puissances s'il existe Ok tel queO i = Z|a].

Il est rare (voir [6]) gu’un corps de hombres admette une blasguissances.
Par exemple Gras [4] montre quedsgst un entier positif tel quel, 6) = 1, alors
il existe seulement un nombre fini d’extensions abélierig® de degrél telles
queO admette une base de puissances.

Quand I'anneau des entiefs; admet une base de puissances le probleme de
déterminer tous les générateurs@g (autrement dit tous les élémentsc O
tels qued . = Z|«]) se pose. Plus précisément, puislie| = Z[«+ k] pour tout
entierk, il est intéressant de déterminer tous les génératedex) ;- a translation
par entiers prés. Dans [5] Gyo6ry obtient un important r@sulil montre que,
a translation par entiers preés, il existe seulement un nerfibir d’éléments qui
engendrent 'anneau des entiers de n'importe quel corp®adres. En outre |l
y a beaucoup de résultats sur la détermination de basesstapaoes de 'anneau
des entiers de corps de nombres de petit degré (pour un résimg]). De
toute fagcon s est un corps de nombres dont I'anneau des enfigradmet une
base de puissances, le probléme de déterminer tous leatgnarde) ;- est tres

difficile.



Les corps cyclotomiques sont une intéressante famille gEsgmur notre pro-
bleme parce que I'anneau des entiers d’un tel corps admdiaseede puissances
et il y a quelques exemples ou nous pouvons trouver tous resgieurs.

Soitn un entier positif et soif,, une racine primitive:-ieme de I'unité dan€§.
Alors il est bien connu qu§, engendre I'anneau des entiers@e,,|. Considérons
la relation suivante : soit € Z[(,], nous disons qug € Z[(,| est équivalent &
(notéa ~ ) s'il existes € Gal(Q(¢,)/Q) et un entier tel ques = +to(a) + .
Remarquons que si ~ « eta est un générateur d&(,,|, alors engendreZ[(,,].
De plus la relation~ que nous venons de définir sur les générateufs[gg est
une relation d’équivalence.

Soit maintenanp un nombre premier et considérons lI'ann&dy,|. Dans ce
cas nous connaissons deux classes de génératefifg,fela classe d&, et la
classe dev :=1/(¢, + 1).

Le nombrew engendreZ[(,] carw est une unité de nornie et par conséquent

il existea,, as, ..., a,_1 € Ztels que:
—(ay + apw + -+ ap WP ) =14 .

De plus on remarque qug n'est pas équivalent@asip > 3 etw +w = 1.
Bremner [1] conjecture qu'il n’existe pas d’autres classegénérateurs de

Z[(p), plus précisément :



Conjecture 1. Soitp un nombre premier, soif, une racinep-ieme primitive de
I'unité et soita € Z[(,] tel queZ]a] = Z[(,]. Alors soita est équivalent &,, soit

« est équivalenta/(¢, + 1).

Robertson [7] donne une réponse partielle a la conjecture elmmar :

Théoreme 1.Soita € Z[(,] tel queZ|a| = Z[(,|. Alors soita est équivalent &,

Soita + @ est un entier impair.

La conjecture 1 se généralise aux corps cyclotomiques engepar une ra-
cine g-ieme de l'unité, owy est la puissance d’'un nombre premier, de la fagon
suivante : soitx € Z[(,] tel queZ[a] = Z[(,|. Alors soita est équivalent &,
soita est équivalent &/(¢, + 1). Robertson [8] démontre le théoréme suivant qui

établit une telle conjecture dans le casgast une puissance @e

Théoréme 2. Soitm un entier positif et soitv un générateur dé&.[(,~]. Alors

o~ Com.

Ensuite, Robertson et Gaal [3] obtiennent un résultat siraiku théoreme 1
pour les classes des générateurZlg], ou ¢ est la puissance d’'un nombre pre-

mier p, plus précisément :



Théoréme 3. Soita € Z[(,] tel queZla] = Z[(,]. Alors si(h}, p(p —1)/2) = 1,
ou h} est I'ordre du groupe des classes Q¢¢, + ¢,), soita est équivalent &,

Soit« + @ est un entier impair.

Dans notre travail nous montrons que I'hypothése/gudans le théoréme 3

n’est pas nécessaire, plus précisément nous obtenonsitatésiivant :

Théoréme 4. Soita € Z[(,] tel queZ|a| = Z[(,]. Alors soita est équivalent &,

Soita + @ est un entier impair.

Le point de départ de notre démonstration est le lemme 1 os mauntrons
une relation assez restrictive (voir (1)) qui lie un genéuaty de Z[(,| a des élé-
ments de(Z/qZ)* notésb(j, «) (ici j est un entier tel que ne divise pag et
2 < j < q—1).De larelation (1) on déduit la relation (4) sur laguelletaju-
gaison complexe agit. Ensuite (lemme 2) nous remarquonsigue @ n’'est pas
un entier alors une telle action n’est pas triviale. Ce faitsypermet d’obtenir une
nouvelle relation encore plus restrictive que (1) (voin(®)'une telle relation il
suit que sii est une racine primitive modulg alors la classe de (dans~) est
bien déterminée par les élémebts o) etb(i2, o) (proposition 1). Enfin nous ter-
minons la preuve du théoréme 4 en montrant que pour tout atnén deZ[(,|

tel quea 4+ @ n'est pas un entier il existe un entierqui n'est pas divisible par



p tel queb(i,a) = b(i, () etb(i®,a) = b(:,¢}), et donc par la proposition 1,
a ~ C;L ~ Cq_
Remerciements.Je tiens a remercier F. Amoroso et R. Dvornicich pour leur
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2 Resultats préliminaires.

Soit p un nombre premier, soit: un entier positif et posong := p™. De
plus soit(, une racine primitive-ieme de I'unité, notoné := Gal(Q((,)/Q) ~
(Z/qZ)*. Dans ce paragraphe nous déterminons quelques relatidsfaisas par
les générateurs dg|[(,|, relations que nous utiliserons dans la preuve du théo-

reme 4.

Lemme 1. Soita € Z[(,] tel queZ[a] = Z[(,|. De plus soitr; € G tel que
0;(¢g) = ¢l ouj € (Z/qZ)* etj # 1 mod (q). Alors il existe un entieb(j, )

tel que :

= _Cé)(j,a)’ (1)



Preuve.Soita € Z[(,| tel queZ[a] = Z[(,] et soito; € G tel queo;((,) = ¢/,

ouj € (Z/qZ)* etj #1 mod (q). PuisqueZa] = Z[(,],on a:

0z(Zla]) = 0z(Z[¢)),

ou dz est le discriminant su£ (voir [3, Lemme 3.1]). Donc pour toyte (Z/qZ)*

on a quex satisfait la relation suivante :

Uj(a) —a= (C(g - CQ)ﬁ(]v Oé), (2)

ou 5(j,«) est une unité. De plus, voir [9, Corollaire 4.13], il existe emtier

c(j, a) et il existe une unité réelle(j, o) € Q(¢, + ¢,) tels que :

B(j, @) = 9 p(j, ),

et donc on obtient la relation :

oi(a) — o= (¢ — ()¢ u(l, o). ©))
Par ailleurson a:
@ S
a-¢

De cette relation et de (3) nous déduisons que :

a-o5(@) (-G " ui )

o — 0j (Oé) (gg - Cq)cg(]7a)ﬂ(j7 O[) _ _Cj+2c(j7a)+1
q .
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En posanb(j, o) = j + 2¢(j, a) + 1 on obtient :

a —oj(a) — (6,
a—oj(a) !
O
Tout d’abord on remargue que la relation (1) est équivalaiderelation :
a+ U9 = o;(a) + ¢U0;(a), (4)

qui sera utilisée plusieurs fois dans la suite.
On remarque aussi quesic Z[(,], alorsa + a € Z si et seulement si pour

touto; € G,ona:

a+a=oj(a)+oj(w).

Donc le théoreme 3 nous dit que siest un générateur d&[(,| qui n'est pas
équivalent &, et si (b}, p(p — 1)/2) = 1, alorsb(j,a) = 0 mod (q) pour
tout o; € G. Dans la preuve du théoreme 4 on montrera gyex) peut étre
non nul modulog seulement siv appartient a la classe dg, en obtenant une
généralisation du théoreme 3 et du lemme 1.

La remarque élémentaire suivante sera plusieurs foiségillans la preuve du

théoréeme 4.



Remarque 1. Nous remarquons que 8 b sont entiers tels que > b > 1, si

p > 3 estun premier et sh est 'Thomomorphisme
¢: Z/p"Z — Z/p"Z

qui envoie la classe d¢ mod (p®) dans la classe d¢ mod (p®), alors si la

classe de engendrdZ/p“Z)* on a:

¢(i) #1 mod (p").

Deplussip > 50na:
6(i) # £1 mod ().

Fixons maintenant une racine primitive modulq (i.e. un entier tel que sa
classe mod (q) engendr&Z/qZ)*. Donco; est un générateur dg&). Le lemme
suivant nous donne une relation eritfe o), b(i%, o) etu(i, o) dans le caé(i, o) #

0 mod (q).

Lemme 2. Supposong|a| = Z[(,] et posons (en utilisant les notations du lemme 1)
b(i) := b(i, ), b(i?) = b(i%, a) et u(i) := p(i, ). Alors, sip > 3 etsib(i) £ 0
mod (¢),ona:

i b(i2)—b(s
—b(i2)—ic(i)+c(i) <Cq — G (Cq( S 1)
(G =€) (™" — 1)

i(p(2))

() ®)

— C;'b(i)
ouc(i) := c(i,a) et2e(i) = b(i) —i — 1 mod (q).
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Preuve.Par la relation (4) on a les égalités suivantes :

Q-+ Cs(i)@ = oi(a) + ij“)m(a), (6)
a+ ¢Pa = gi(a) + ¢CPoa(a). (7)

En appliquant; aux deux membres de (6) on obtient :
gi(a) + (Mai(a) = o(a) + Vo (a).
En soustrayant cette relation a (7) on a:
o —oia) + T - (Voi(0) = Pon(a) - (ou(a). (@)
En additionnant et en soustray@éﬁ‘i)a au premier membre de (8) on obtient :
o —oi(a) + () = 0@ + (@ — ai(a)) = () ~ ¢F0)a(a).
En rappelant que, par la relation (1),

(@—0i(@)g" = i(a) —a

et
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nous déduisons que

0=a—oi(a)+ Y@ - 0i(@) + () = ()@ - 02(a))

= 0~ 0i(0) + O (5() — @) + () — )¢ M) (0 (a) — )

= (a — oi(a))(1 = C*D7D) 1 (02(a) — @)(1 — (PO,
c'estadire :
(0:(a) = @)(1 = GO0 = (o(a) — ) (1 = ¢JO)

Puisquei est une racine primitive modulg etp > 3 par la remarque 1 nous
avonsi # 1 mod (p). Donco; # Id. Alors, o;(a) # «, cara ¢ 7. De plus
ib(i)—b(i) Z0 mod (¢)cari 1 mod (p)etb(i) # 0 mod (q) par hypothése.

Donc on obtient quéh(i) — b(:*) Z 0 mod (q) etona:

rela)—a _ GO

Y

oi(a)—a  MOUE
dou:

oi2(a) — oi() _ oi(a) —a _ ~ib(i)=b(i?)
oi(a) — « oi(a) — «

(9)

Par ailleurs par la relation (3) on a :
oi(a) —a = (¢ — ¢ ().

12



Donc de cette relation et de (9) il suit que :

i2 i\ ~ic(d . i2V—b(i
G - Cq)cq()ai(“@» _ ib(i)—b(iQ)w

(€ — )¢ uld) ! GO

Y

d’ou I'assertion. O

Le lemme précédent nous donne une relation entiex), b(i, ) etb(i?, a).
Dans la proposition suivante on verra comment cette rela&indraine que la classe
de a est bien déterminée pafi, o) etb(i2, o). Cette proposition est le point-clé

de la démonstration.

Proposition 1. Soiti une racine primitive modulg et soienty;, o, deux généra-

teurs deZ[(,]. Supposons qugi, a;) 0 mod (¢) et que:
b(i,c1) = b(i,9)  mod (q)
b(i?, a1) = b(i*, ) mod (q);
alorsa; ~ as.

Preuve.Par le lemme 2,

oi(pli ) _ oi(pli02))
M(iaal) :u’(iva2) ‘

Puisquer; engendre?, il existe un entieh tel quew(i, as) = hu(i, aq).

13



De plus,h = £1 carpu(i, aq), pu(i, az) sont deux unités. Choisissons un entier

ctel que2c = b(i, ;) —i — 1 mod (g). Par larelation (3)on a:

oi(on) — on = (¢ — C)Con(i, an)
= +(¢y — C)Copli, o)

= x(0i(az) — az);

dolo;(a; + as) = a; + ay eta; + ay = k € Z (caro; est un générateur de).

Par conséquent; ~ as. O

Dans le paragraphe suivant nous allons montrer queesit un générateur de
Z|¢,) tel quea + @ n’est pas un entier alors, si nous connaisggnsy), b(i?, «)
est aussi bien déterminé. Donc, par la proposition 1, on mgmesa quex est
seulement déterminé péi, ) et il sera facile terminer la démonstration du théo-

reme 4.

3 Preuve du théoréeme 3.

Robertson [8] montre que la conjecture de Bremner est vraietpaticorps
cyclotomique engendré par une racine de I'unité d’ordré &gene puissance de
2. De plus, voir [9, Théoréme 4.14, Corollaire 10.5, Théoremd]l on a ques
ne divise pasij. pour tout entierm > 1. Donc par le théoréme 3 nous pouvons
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supposer que soit > 5. De plus par le théoreme 1 on peut supposer gseit
égal ™, olm est un entier> 2 et doncp? diviseq.
Soita un générateur dé[(,] tel quer := o + @ soit un entier. Si- est pair on

a que2 divisea — @, car
a—a=ua+a— 2.

Par ailleurs par la relation (3) on a que l'idéal — @) est engendré pay, — (,.
Alors, puisque on peut supposer qug 5, on a qug2) est premier aveg, — ¢,
Donc2 ne peut pas diviseretr est un nombre impair.

Soit maintenantv un génerateur dg|(,| tel quea + @ ne soit pas un entier.
Pour prouver le théoreme nous montrerons que les hypotbéedasproposition 1
sont satisfaites avee; = a etay, = (', pour un certain entien qui n'est pas
divisible parp. Donc on aurar ~ (' ~ (.

Posons, en utilisant les notations du lemme(1) := ¢(j, @), b(j) := b(J, «)
etu(j) := u(y, o) pour toutj € (Z/qZ)* (on rappelle quec(j) = b(j) —j — 1
mod (g)) et soiti une racine primitive modulg.

On remarque qu&(i) # 0 mod (q). En effet sib(i) = 0 mod (q) alors, par

la relation (4), on aurait :

a+a=o;(a)+ o)
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et, puisquer; engendre~, on obtiendrait :

a+a=oja)+oj(a) =0j(a+a)

pour toutj € (Z/qZ)*. Donca + @ serait un entier car il serait fixé par le groupe
G.

Par conséquent on peut appliquer le lemme 2 en obtenanat#orel

Tili0)) _ v -ty (G =) (@ 1)
(i) / (CF — ¢ (P00 _q)

Par ailleurs puisque
C; - Cq _ C; - Cq
=G ol —¢)

on obtient :
N b(i%)—b(i
O'i(:ugl) (Cq - CQ)) _ Cib(i)—b(iQ)—ic(i)-i—C(i) Cq( ‘) (‘2) -1 ‘
1(i)(CE = Co) ! PR _ g
Nous disons qu’il existe un entiértel que :
K 2
q _ ~ib(2)—b(i%)—ic(i)+c(i
U»((’f)_g‘l() (%) —ie(i)+e(i) (10)
t\>q

Cette relation est équivalente a :
k(1 — i) = ib(i) — b(i*) —ic(i) + c(i) mod (q).

Puisquep > 5onaque # 1 mod (p) par laremarque 1 etdoric— 1,q) = 1.
Donc(: — 1) est inversiblemod (q) et il existek qui satisfait (10).
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Par conséquent on a la relation :

(GG = &) ¢ -1
CGr)(C—C) PO g

(11)

Par ailleurs :
vp(b(i*) = b(4)) = vy (ib(d) — b(i*)),
ou v, est la valuatiorp-adique. En effet par la remarque 1 on sait gque 1 est

inversible mod (¢) etdonc :

0i(Ga (i) (65 — Ga))

. Z[¢,]".
GG -¢)
Par conséquent
Cq b(z 1 *
B
C;b . 1 [Cq]

et cette relation est vérifiée si et seulement,h(i?) — b(i)) = v, (ib(i) — b(:?)).
Maintenant nous voulons déterminer un élémert Z|(,| tel que :

Ui(ﬂ) Cq —1
8 ﬁ J_1

(12)

Pour cela, on reprend la preuve du théoreme 90 de Hilbert.dSonverse dei

mod (q) et posons

C

o = [T — 1y,

=1

oucestunentieret < c < ¢(q). Alorson a:

oi(B) OO

B.  (e@®E
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Soit maintenant > 0 la valuationp-adique deb(i?) — b(i) etib(i) — b(i*). Notons
p” = q/p°; I'entier i est une racine primitive modujg et donc il existe un entier

dtelquel < ¢ < o(p°) < ¢(q) et:
(b(i%) — b(3))d® = ib(i) — b(i*) mod (q). (13)

Donc g3, satisfait la relation :

B MO _q

Puisquer; engendre le group€ il existe un nombre rationél £ 0 tel que :

Cor(i)(Cg = Cg) = hBe.

Soit maintenant, 1 la valuation(¢, — 1)-adique. Puisque et 1(i) sont
des unités leur valuatiofg, — 1)-adique est égal@ alors que;(gq,l)(gg' —() =1
car, comme on |'a plusieurs fois remarqpée divise pas — 1. Par ailleurs par

constructionon a:

V¢, (hBe) = B(q)vy(h) + p IO
etdonc:
L= plg)up(h) + pt =,
Supposons par I'absurdg(b(i*) — b(i)) > 1; puisquep® divise ¢, on obtient la
contradictionl = 0 mod (p). Doncw,(b(i?) —b(i)) = 0 et la relation précédente

18



devient :
1 =¢(q)vy(h) + .
Siv,(h) # 0, 0n a|o(q)v,(h)| > ¢(q) alors quel < ¢ < ¢(q); donc on obtient

la contradictionp(q)v,(h) 4+ ¢ # 1. Onadona,(h) = 0 etd = 1. Par la relation

(13)onaalors :

(b(i*) — b(i))d = ib(i) — b(i*) mod (q) (14)
et, en multipliant pai,
(i + 1)b(:*) = (i* + 1)b(i) mod (q). (15)

Cette derniere relation montre qtig?) est déterminé modulg en fonction de
b(i) (puisquei # —1 mod (p), voir la remarque 1) et quii) Z 0 mod (p)
(car sinonh(i?) = 0 mod (p) et doncw,(b(i%) — b(i)) > 1).

Soit maintenant. € Z tel que(i+ 1)n = b(i) mod (¢). Alors p ne divise pas

n, donc; est un génerateur de{(,] ety ~ ¢,. De plus :

Cén — C}? _ _m(i+l) _ _ bd)
g T
etdonc:
b(i,¢}) = b(i) mod (q). (16)
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Puisque, comme nous venons de le remarqgjeest un génerateur dg{(,]
et que¢; + @ n'est évidemment pas un entiefy, ¢;') et b(i?, (s ) satisfont la

relation (15). Par conséquent nous obtenons :

(i+1)b(i%,¢)) = (¢ + 1)b(i,¢)") mod (¢q) par (15)

(i* + 1)b(i, o) mod (q) par (16)

(i + 1)b(4?, ¢;) mod (q) par (15).

Donc :

b(i%,¢) = b(i?) mod (g). (17)

Mais alors, puisqué(i,a) Z 0 mod (gq) et par les relations (16) et (17), nous

pouvons appliquer la proposition 1 et nous obtenons

an~ ¢~
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